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Рациональные дроби

Определение
Рациональной дробью или
рациональной функцией
называется отношение двух многочленов:
Pn(x)

Qm(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0
bmxm + bm−1xm−1 + ... + b1x + b0

.
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Рациональные дроби

Определение
Рациональная дробь называется
правильной, если степень многочлена,
стоящего в числителе, меньше степени
многочлена, стоящего в знаменателе.

Пример:
x2 + 3x + 4

x3 − 4x2 + 5x − 2
.
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Рациональные дроби

Определение
Рациональная дробь называется
неправильной, если степень многочлена,
стоящего в числителе, больше или равна
степени многочлена, стоящего в знаменателе.

Пример:
x3 + 2x2 − 3x − 1

x − 4
.
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Рациональные дроби

Теорема (о переходе от неправильной
рациональной дроби к правильной)

Всякую неправильную рациональную дробь
можно представить в виде суммы многочлена
и правильной рациональной дроби.
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Рациональные дроби
Пример:
Пусть дана неправильная рациональная дробь

x3 + x2 + 3x + 4

x2 + x − 6
.

Разделим числитель этой дроби на
знаменатель уголком:
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x3+x2+3x+4 x2 + x − 6

x3+x2−6x x

В результате исходная дробь может быть
представлена в виде суммы многочлена и
правильной рациональной дроби:

x3 + x2 + 3x + 4

x2 + x − 6
= x +
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Рациональные дроби

Определение
Простейшими (элементарными)
рациональными дробями называют
дроби четырех типов:

(1)
1

x − a
, (2)

1

(x − a)n
,

(3)
Mx + N

x2 + px + q
, (4)

Mx + N

(x2 + px + q)m
,

где D = p2 − 4q < 0, т.е. x2 + px + q

неразложим на множители, n ≥ 2, m ≥ 2.
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Рациональные дроби
Теорема (о разложении правильной

рациональной дроби)

Любую правильную рациональную дробь
Pn(x)

Qm(x)
,

у которой
Qm(x) = (x − a)α · ... · (x − b)β·

·(x2 + px + q)γ · ... · (x2 + rx + s)δ,
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Рациональные дроби

Коэффициенты разложения A1, A2, ..., Kδ, Lδ
находятся с помощью двух методов -

метода частных значений и метода
неопределенных коэффициентов.
Рассмотрим эти методы на примерах.

ИиДУ, Модуль 1, Лекция 1.2 9 / 14



Рациональные дроби

Коэффициенты разложения A1, A2, ..., Kδ, Lδ
находятся с помощью двух методов -
метода частных значений

и метода
неопределенных коэффициентов.
Рассмотрим эти методы на примерах.

ИиДУ, Модуль 1, Лекция 1.2 9 / 14



Рациональные дроби

Коэффициенты разложения A1, A2, ..., Kδ, Lδ
находятся с помощью двух методов -
метода частных значений и метода
неопределенных коэффициентов.

Рассмотрим эти методы на примерах.

ИиДУ, Модуль 1, Лекция 1.2 9 / 14



Рациональные дроби

Коэффициенты разложения A1, A2, ..., Kδ, Lδ
находятся с помощью двух методов -
метода частных значений и метода
неопределенных коэффициентов.
Рассмотрим эти методы на примерах.

ИиДУ, Модуль 1, Лекция 1.2 9 / 14



Рациональные дроби
Пример:

Разложить дробь
x2 + 1

(x − 1)(x − 2)(x − 3)
на сумму простейших дробей.
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значениях переменной x .

Поэтому в методе
частных значений мы придаем
переменной x три произвольных значения и
подставляем их в (∗).
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из которых находятся неизвестные
коэффициенты:

A = 1, B = −5, C = 5.
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В методе неопределенных
коэффициентов мы раскрываем скобки в
правой части равенства (∗) и группируем
члены с одинаковыми степенями

:
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=

∫
dφ

φ
=

= ln |φ| + C = ln |x − a| + C .
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рациональных дробей

а затем применяется метод подведения под
знак дифференциала
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x2 + px + q
dx =
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Интегрирование простейших
рациональных дробей

Интегрирование простейшей дроби
четвертого типа

Mx + N

(x2 + px + q)m
,m ≥ 2

представляет собой довольно трудоемкий
процесс, требующий привлечения специально
выводимой рекуррентной формулы.
Подробное описание процесса интегрирования
дробей этого типа при необходимости можно
найти в справочной литературе.
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Интегрирование произвольных
рациональных дробей

Алгоритм интегрирования произвольной
рациональной дроби включает три шага:
1. Представляем неправильную рациональную
дробь в виде суммы многочлена и правильной
рациональной дроби.
2. Правильную рациональную дробь
раскладываем на сумму простейших дробей.
3. Интегрируем многочлен и полученные
простейшие дроби.
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