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Аннотация

Рациональные дроби. Четыре типа простейших рациональных дро-
бей. Разложение правильной рациональной дроби на сумму простей-
ших дробей с неопределенными коэффициентами и методы нахожде-
ния этих коэффициентов. Интегрирование простейших рациональных
дробей. Общее правило интегрирования произвольной рациональной
дроби.

1 Рациональные дроби
Определение

Рациональной дробью или рациональной функцией назы-
вается отношение двух многочленов:

Pn(x)

Qm(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + ...+ b1x+ b0

.

Определение
Рациональная дробь называется правильной, если степень мно-

гочлена, стоящего в числителе, меньше степени многочлена, стояще-
го в знаменателе.

Пример:
x2 + 3x+ 4

x3 − 4x2 + 5x− 2
.
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Определение
Рациональная дробь называется неправильной, если степень

многочлена, стоящего в числителе, больше или равна степени мно-
гочлена, стоящего в знаменателе.

Пример:
x3 + 2x2 − 3x− 1

x− 4
.

Теорема (о переходе от неправильной рациональной дроби к пра-
вильной)

Всякую неправильную рациональную дробь можно представить
в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби.

Пример: Пусть дана неправильная рациональная дробь
x3 + x2 + 3x+ 4

x2 + x− 6
.

Разделим числитель этой дроби на знаменатель уголком:
x3+x2+3x+4 x2 + x− 6
x3+x2−6x x

9x+4
В результате исходная дробь может быть представлена в виде

суммы многочлена и правильной рациональной дроби:
x3 + x2 + 3x+ 4

x2 + x− 6
= x+

9x+ 4

x2 + x− 6
.

Определение
Простейшими (элементарными) рациональными дробя-

ми называют дроби четырех типов:

(1)
1

x− a
, (2)

1

(x− a)n
, (3)

Mx+N

x2 + px+ q
, (4)

Mx+N

(x2 + px+ q)m
,

где D = p2 − 4q < 0, т.е. x2 + px + q неразложим на множители,
n ≥ 2, m ≥ 2.
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Теорема (о разложении правильной рациональной дроби)
Любую правильную рациональную дробь Pn(x)/Qm(x), у которой

Qm(x) = (x− a)α · ... · (x− b)β · (x2 + px+ q)γ · ... · (x2 + rx+ s)δ,
можно представить в виде суммы простейших дробей по правилу

Pn(x)

Qm(x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ ...+

Aα

(x− a)α
+ ...+

+
B1

x− b
+

B2

(x− b)2
+ ...+

Bβ

(x− b)β
+

+
M1x+N1

x2 + px+ q
+

M2x+N2

(x2 + px+ q)2
+ ...+

Mγx+Nγ

(x2 + px+ q)γ
+ ...+

+
K1x+ L1

x2 + rx+ s
+

K2x+ L2

(x2 + rx+ s)2
+ ...+

Kδx+ Lδ

(x2 + rx+ s)δ
.

Коэффициенты разложения A1, A2, ..., Kδ, Lδ находятся с помо-
щью двух методов - метода частных значений и метода неопре-
деленных коэффициентов. Рассмотрим эти методы на примерах.

Пример: Разложить дробь
x2 + 1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
на сумму простейших дробей.

В числителе нашей дроби стоит многочлен второй степени, в зна-
менателе - многочлен третьей степени. Степень числителя меньше
степени знаменателя. Значит, дробь правильная, и к ней примени-
ма теорема о разложении правильной рациональной дроби, согласно
которой

x2 + 1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
+

C

x− 3
.

Приводим дроби в правой части равенства к общему знаменате-
лю:

x2 + 1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
=

A(x− 2)(x− 3) +B(x− 1)(x− 3) + C(x− 1)(x− 2)

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
.
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Поскольку знаменатели обеих дробей равны, то должны быть
равны и их числители:
x2 + 1 = A(x− 2)(x− 3) +B(x− 1)(x− 3) + C(x− 1)(x− 2). (∗)

Равенство (∗) справедливо при любых значениях переменной x.
Поэтому в методе частных значений мы придаем переменной x
три произвольных значения и подставляем их в (∗). В результате
получаются три равенства

x = 1 → (∗) : 2 = 2 · A+ 0 ·B + 0 · C или 2 = 2 · A,
x = 2 → (∗) : 5 = 0 · A− 1 ·B + 0 · C или 5 = −1 ·B,
x = 3 → (∗) : 10 = 0 · A+ 0 ·B + 2 · C или 10 = 2 · C,

из которых находятся неизвестные коэффициенты:
A = 1, B = −5, C = 5.

В методе неопределенных коэффициентов мы раскрываем
скобки в правой части равенства (∗) и группируем члены с одинако-
выми степенями:

x2 + 1 = (A+B + C)x2 − (5A+ 4B + 3C)x+ (6A+ 3B + 2C).
Два многочлена равны, если равны коэффициенты при одинако-

вых степенях. Отсутствие x слева в равенстве означает, что коэффи-
циент при нем равен нулю:

1 · x2 − 0 · x+ 1 = (A+B + C)x2 − (5A+ 4B + 3C)x+ (6A+ 3B + 2C).
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях слева и

справа в равенстве, получаем
A+B + C = 1,

5A+ 4B + 3C = 0,
6A+ 3B + 2C = 1,

откуда находим, что
A = 1, B = −5, C = 5.

Обратим внимание, что оба метода всегда дают одни и те же
значения для коэффициентов разложения правильной дроби.

Тогда разложение исходной дроби на простейшие имеет вид:
x2 + 1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
=

1

x− 1
− 5

x− 2
+

5

x− 3
.
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2 Интегрирование простейших
рациональных дробей

Интегрирование первых двух типов простейших дробей прово-
дится методом подведения под знак дифференциала с учетом, что

d(x− a) = (x− a)′ · dx = 1 · dx = dx.
Для простейшей дроби первого типа имеем∫

dx

x− a
=

∫
d(

φ︷ ︸︸ ︷
x− a)

x− a
=

∫
dφ

φ
= ln |φ|+ C = ln |x− a|+ C.

Для простейшей дроби второго типа имеем∫
dx

(x− a)n
=

∫
d(

φ︷ ︸︸ ︷
x− a)

(x− a)n
=

∫
dφ

φn
=

∫
φ−ndφ =

=
φ−n+1

−n+ 1
+C =

(x− a)1−n

1− n
+C, n ≥ 2.

При интегрировании простейшей дроби третьего типа
Mx+N

x2 + px+ q
сначала в знаменателе выделяется полный квадрат:

x2 + px+ q =

(
x2 + 2 · p

2
· x+

p2

4

)
− p2

4
+ q =

=
(
x+

p

2

)2

+ q − p2

4︸ ︷︷ ︸
a2

=
(
x+

p

2

)2

+ a2,

а затем применяется метод подведения под знак дифференциала:∫
Mx+N

x2 + px+ q
dx =

∫
Mx+N(

x+ p
2

)2
+ a2

dx =
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=

∫ M(x+ p
2) +

B︷ ︸︸ ︷
N −M · p

2(
x+ p

2

)2
+ a2

d(x+
p

2︸ ︷︷ ︸
φ

) =

∫
Mφ+B

φ2 + a2
dφ =

= M

∫
φ

φ2 + a2
dφ+B

∫
1

φ2 + a2
dφ =

=
M

2

∫
2φdφ

φ2 + a2
+B

∫
dφ

φ2 + a2
=

=
M

2

∫
d(φ2 + a2)

φ2 + a2︸ ︷︷ ︸
u

+B

∫
dφ

φ2 + a2
=

=
M

2

∫
du

u
+B

∫
dφ

φ2 + a2
=

=
M

2
ln |u|+B · 1

a
arctg

φ

a
+ C =

=
M

2
ln |φ2 + a2|+B · 1

a
arctg

φ

a
+ C =

=
M

2
ln |(x+

p

2
)2 + a2|+B · 1

a
arctg

x+ p
2

a
+ C,

где a2 = q − p2/4, B = N −M · p/2.

Интегрирование простейшей дроби четвертого типа
Mx+N

(x2 + px+ q)m
,m ≥ 2

представляет собой довольно трудоемкий процесс, требующий при-
влечения специально выводимой рекуррентной формулы. Подробное
описание процесса интегрирования дробей этого типа при необходи-
мости можно найти в справочной литературе.
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3 Интегрирование произвольных
рациональных дробей

Универсальный алгоритм интегрирования произвольной рацио-
нальной дроби включает три шага:

1. Представляем неправильную рациональную дробь в виде сум-
мы многочлена и правильной рациональной дроби.

2. Правильную рациональную дробь раскладываем на сумму про-
стейших дробей.

3. Интегрируем многочлен и полученные простейшие дроби.
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